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⊛◌◌◌◌

Elettrodinamica Quantistica

ℒ = −𝑖Ψ𝒟Ψ − 𝑖𝑚ΨΨ −
1
4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 [𝒟 = 𝛾𝜇(𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇)]

∃ due simmetrie globali (la seconda solo per 𝑚 = 0):

• Fase: {Ψ ↦ 𝒆+𝒊𝚲Ψ
Ψ ↦ Ψ𝒆−𝒊𝚲

• Chirale: {Ψ ↦ 𝒆+𝒊𝚲𝟓𝜸𝟓Ψ
Ψ ↦ Ψ𝒆+𝒊𝚲𝟓𝜸𝟓

Correnti di Noether:

𝐽𝜇 ∝ Ψ𝛾𝜇Ψ 𝜕𝜇𝐽𝜇 = 0 𝐽𝜇
5 ∝ Ψ𝛾𝜇𝛾5Ψ 𝜕𝜇𝐽𝜇

5 ∝ 𝑚Ψ𝛾5Ψ

La simmetria di fase è locale:

𝐴𝜇 ↦ 𝐴𝜇 − 𝝏𝝁𝚲

𝒟𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝐴𝜇

Anche se 𝑚 = 0, ∃ anomalia chirale:

𝜕𝜇𝐽𝜇
5 ∝ [ℏ]

𝑒2

16𝜋2 𝜀𝜇𝜈𝜎𝜌𝐹𝜇𝜈𝐹𝜎𝜌
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Anomalia a triangolo e Metodo di Fujikawa
𝐽𝜇

5 = Ψ(𝑥)𝛾𝜇𝛾5𝒲𝑥,𝑥+𝜀Ψ(𝑥 + 𝜀)

1. Calcolo perturbativo:

Simmetrizziamo e imponiamo 𝜕𝜇𝐽𝜇
𝑉 = 0:

𝑝 + 𝑞
𝑝

𝑞

𝑘 − 𝑝

𝑘 + 𝑞

𝑘

+

𝑝 + 𝑞
𝑞

𝑝

𝑘 − 𝑞 + 𝑎

𝑘 + 𝑝 + 𝑎

𝑘 + 𝑎

2. Metodo di Fujikawa:

𝛿𝒵 = 𝛿 ∫[dΨ][dΨ]𝑒𝑖𝒮 = 0

∼
1
𝒵

∫(𝜹[𝐝𝚿][𝐝𝚿])𝑒𝑖𝒮 − 𝜕𝜇⟨𝐽𝜇
5 ⟩

[dΨ][dΨ] ≃ ∏
𝑛,𝑚

d𝑐†
𝑛 d𝑐𝑚

⟨𝑥|tr[𝛾5]|𝑥⟩ ↦ ⟨𝑥|tr[𝛾5𝑒
− (𝑖𝐷)2

𝑀2 ]|𝑥⟩

𝜕𝜇⟨Ψ𝛾𝜇𝛾5Ψ⟩ = −
𝑒2

16𝜋2 𝜺𝝁𝝂𝝆𝝈𝑭𝝁𝝂𝑭𝝆𝝈 ≔ 𝒜 (anomalia)

Notare: ∃𝐽𝜇
5  conservata perché 𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐹𝜇𝜈𝐹𝜌𝜎 = 2𝜕𝜇[𝜀𝜇𝜈𝜌𝜎𝐴𝜈𝐹𝜌𝜎]

ma non gauge-invariante
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Modello Standard e Anomalie
• Campi di gauge (Y.-M.): (𝒲3, ℬ) → (𝒵0, 𝛾)

‣ Ipercarica ℬ:
U(1)𝑌

‣ Isospin 𝒲:
SU(2)w

‣ Colore 𝒢:
SU(3)s

Spontaneous Symmetry Breaking

• Bosone di Higgs (Φ+

Φ0) con Re(Φ0) → Higgs

• Fermioni:

‣ leptoni (𝜈𝑒
𝑒 )

𝐿
, 𝑒𝑐

𝐿

‣ quark (𝑢
𝑑)

𝛼

𝐿
, 𝑢𝑐,𝛼

𝐿 , 𝑑𝑐,𝛼
𝐿 𝛼 = 1, 2, 3 × 3 generazioni identiche (eccetto la massa)

𝒀 𝟑 : [2 ⋅ (−
1
2
)

⏟
(𝝂,𝒆)𝑳

3

+
⏟
𝒆𝒄

𝑳

(1)3 + 6 ⋅ (
1
6
)

⏟
(𝒖,𝒅)𝜶

𝑳

3

+ 3 ⋅ (−
2
3
)

⏟
𝒖𝒄

𝑳

3

+ 3 ⋅ (
1
3
)

⏟
𝒅𝒄

𝑳

3

] = 0

[𝐒𝐔(𝟐)]𝟐𝒀 : 2 ⋅ [(−
1
2
)

⏟
(𝝂,𝒆)𝑳

+ 3 ⋅ (
1
6
)

⏟
(𝒖,𝒅)𝑳

] = 0 [𝐒𝐔(𝟑)]𝟐𝒀 : 3 ⋅ [2 ⋅ (
1
6
)

⏟
(𝒖,𝒅)𝑳

+ (−
2
3
)

⏟
𝒖𝒄

𝑳

+ (
1
3
)

⏟
𝒅𝒄

𝑳

] = 0

𝑻 𝟐𝒀 : [2 ⋅ (−
1
2
)

⏟
(𝝂,𝒆)𝑳

+
⏟
𝒆𝒄

𝑳

(1) + 6 ⋅ (
1
6
)

⏟
(𝒖,𝒅)𝑳

+ 3 ⋅ (−
2
3
)

⏟
𝒖𝒄

𝑳

+ 3 ⋅ (
1
3
)

⏟
𝒅𝒄

𝑳

] = 0
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Anomalie non abeliane (𝐷 ≥ 4)
𝐷 = 4 ⇒ 𝒟𝜇𝒥𝜇

Λ ∝ tr[𝛾5𝛾𝜇𝛾𝜈𝛾𝜌𝛾𝜎] tr[Λ(𝜕𝜇𝐴𝜈𝜕𝜌𝐴𝜎 + …)] = 𝒜Λ

Wess-Zumino condition: 𝛿Λ𝒜Λ′ − 𝛿Λ′𝒜Λ = 𝒜[Λ,Λ′]

𝐷 dispari: ∄ anomalie chirali 𝐷 pari: l’anomalia inizia ad emergere con più vertici:
𝐷 = 4 𝐷 = 6 𝐷 = 8 𝐷 = 10

𝑝1
𝜇1… 𝑝𝐷/2

𝜇𝐷/2 ∫ dΩ d𝑘 𝑘𝐷−1 tr[𝑘… + sym]
𝑘𝐷

(Stora-Zumino, 1985): tr[ℱ𝑛] = d𝜔(2𝑛−1) 𝛿Λ𝜔(2𝑛−1) = d𝜔(2𝑛−2)
Λ ≡ d𝒜(2𝑛−2)

Λ

𝐷 = 10 : 𝐭𝐫[𝓕𝟔], 𝐭𝐫[𝑹𝟔], tr[ℱ2] tr[ℱ4], tr[ℱ2]3, … (ℱ ↔ 𝑅)

Maxwell (particelle el.):

𝛿𝐴(1) = − dΛ(0)

𝐹 (2) = d𝐴(1)

d ⋆ 𝐹 (2) = ⋆ 𝐽 (1)

Higher Forms: (𝑝-brane el.)

𝛿𝐵(𝑝+1) = − dΛ(𝑝)

𝐻(𝑝+2) = d𝐵(𝑝+1)

d ⋆ 𝐻(𝑝+2) = ⋆ 𝐽 (𝑝+1)

Dualità e.m. (𝐷 − 𝑝 − 4-brane mag.):

𝐻(𝑝+2) ↦ 𝐻(𝐷−𝑝−2)

d ⋆ 𝐻(𝐷−𝑝−2) = ⋆ 𝐽 (𝐷−𝑝−3)

𝐻(3) = d𝐵(2) −𝜔(3)
𝐴 − 𝜔(3)

𝑅 𝛿𝐵(2) = 𝜔(2)
Λ,𝐴 + 𝜔(2)

Λ,𝑅 ⇒ d𝐻(3) = − tr[ℱ ∧ ℱ] − tr[𝑅 ∧ 𝑅]

(Green-Schwarz, 1984) tr[ℱ2] tr[ℱ4], … sono cancellati da controtermini locali 𝐵 tr[ℱ4], …
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Sviluppi recenti
Motivazioni: (Gaiotto-Kapustin-Seiberg-Willet, 2015)
Trattazione comune di simmetrie continue e discrete
Nuovo ingrediente: higher-form symmetries (abeliane):
• connessione 𝐴(𝑝+1) e corrente 𝐽 (𝑝+1) • simmetria Λ(𝑝), chiusa se sym globale

(𝐷 − 𝑝)-sottovarietà ⟺
Dualità di
Poincaré

Λ(𝑝) 𝑝-forma

Simmetria espressa in termini di invarianti topologici (cfr. Teorema dei Residui)

⟨𝑒𝑖𝜃𝑄(Σ𝐷−𝑝−1)𝑂(Ω𝑝)⟩ = ⟨𝑈(𝜃)𝑂(Ω𝑝)⟩ = 𝑅(𝜃)𝐋𝐢𝐧𝐤(Σ𝐷−𝑝−1,Ω𝑝)⟨𝑂(Ω𝑝)⟩

Un esempio:
1. Confinamento QCD: parametro d’ordine: ⟨𝒲[𝒞]⟩ (loop di Wilson)

⟨𝒲[𝒞]⟩ ∼ 𝑒−Area ∼ 0 Potenziale confinante No SSB

⟨𝒲[𝒞]⟩ ∼ 𝑒−Perimetro ≠ 0 Potenziale non confinante SSB

⇒ Le higher-form symmetries restringono le regioni accessibili dei diagrammi di fase
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